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Abstract-For the elastic string system of mixed type, we prove the non-consistency of Glimm’s 
scheme in the following sense: when the initial condition is in the degenerate domain r < 1, the 
approximate solution does not converge to the exact solution, with a positive probability. 
R.&urn&Pour le systbme des cables Clastiqnes de type mixte, nons d&montrons la non-co&stance 
du s&ma de Glimm dans le sens snivant: lorsque la condition initiale se trouve dans le domaine 
d&g&&C r < 1, la solution approchhe ne tend pas vers la solution exacte, avec une probabilite 
strictement positive. 
1. INTRODUCTION 
Considerons le systeme des cables Clastiques dans le plan. Le systeme s’dcrit sow la forme de lois 
de conservation du premier ordre: 
(1) 
ot u = (ul,uz)*, v = (~1,~s)~ E R2 sont des champs inconnus, et T = ]]u]] = dm, 4 = u/r. 
Le systeme posskde quatre valeurs propres: 
On s’interesse ici b l’etude du systeme (1) avec la tension T(r) satisfaisant les conditions 
suivantes: 
T(r) T’(r) > T > 0, sir> 1, T(r) = 0, sir< 1. (2) 
SOUS l’hypothese (2), le systeme est strictement hyperbolique dans le domaine H = {(u, v)]r > 1) 
mais dCgCnerC (ou parabolique) dans le domaine M = {(u, v) I T < 1) (le systeme se rkduit b une 
equation differentielle ordinaire). Les 2 et 3-champs caracteristiques sont toujours lineairement 
dCgCn&Cs. 
On va Ctudier le problkme de Cauchy lorsque la condition initiale est dans M. On resoud 
d’abord le probleme de Riemann pour employer le schema de Glimm. Apres une analyse 
rigoureuse, on observe que la solution construite par le schema de Glimm ne correspond pas 
a la solution exacte. On conclut alors que le schema de Glimm n’est pas consistant dans le do- 
maine M. Remarquons que cette non-consistance avait 6th observee par Pego et Serre [l] pour 
une don&e initiale dans H, mais le phenomene &ait d’une nature tres differente. En revanche, 
le schema de Godunov semble bien adapt6 a l’etude de (1) pour une tension vkrifiant (2), d’apres 
Gilquin et Serre [2]. 
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2. PROBLtiME DE RIEMANN 
Le problhme de Riemann consiste b trouver la solution autosimilaire satisfaisant & une donnee 
de Cauchy elle-mime autosimiiaire: 
(u, v)(x, 0) = { ;;:> ::I7 
pour x < 0 
I , pour 2 > 0. 
La solution est obtenue par juxtaposition d’ondes simples: dCtentes, chocs ou contacts. Les 
dktentes sont les solutions continues. Elles ont lieu B. q constant. Nous n’en aurons pas l’utilith 
lorsque (u, v)(x, 0) se trouve dans M. Les chocs sont des discontinuitCs ayant lieu & q constant 
Cgalement. Les discontinuit& de contact sont Gversibles et ont lieu g T constant. 
Si la condition initiale se trouve dans H, le problkme de Riemann est bien posC [2-51. Et si la 
condition initiale est dans M, la solution utilise en g&n&al deux chocs et deux contacts. Un choc 
est de vitesse s < 0, l’autre est de vitesse positive. De mime pour les contacts. On cherche les 
Ctats intermGdiaires (K, v_), (~0, VO), (u+, v+) avec toujours T_ = r+ = TO 2 1. 
PROPOSITION 1. [61 Si Pg,rd < 1, et Vd # v9, le probKme de fiemann posssde une unique 
solution autosimilaire composCe de 1 et 4-chocs et de 2 et 3-discontinuitt% de contact. Lorsque 
vd = vg, la solution du type ci-dessus est triviale et se re’duit simplement h 
(u, v)(x, t) = 1 ;;:) ::;> pour x < 0 , I pour x > 0. I 
3. UNE LIMITE DE LA SOLUTION DU PROBLtiME DE RIEMANN 
Supposons maintenant que la condition initiale reste dans M, c’est-&-dire: rs,rd < 1. De plus, 
vd-v~=&a#0,0tiaER2, et E > 0 est un petit paramktre. On &udie la limite de la solution 
(ur, v,) du probl&me de Riemann, surtout la limite des vitesses des chocs. 
D’apri?s le r&ultat de D. Serre [6], puisque rg, rd < 1, on a: 
PROPOSITION 2. On a ,liy ~0~ = 1 et !@o(T1/2(~~E))/(~) = t (ou T1i2 (~0~) = ZE + O(E’), 
quand E est petit), oh z > 0 est la solution unique de I’e’quation du second degre’ [la + z Qll = 22, 
avec Q = (1 - ,/G)qg + (1 - di=?$qd. I 
Notons s_ et s+ respectivement les vitesses des 1-choc et 4-choc. Par la condition de Rankine- 
Hugoniot, on a s_ = -(T(ro)/(ro - rg))‘/‘, s+ = (T(ro)/(ro - rd))“‘. 11 existe done deux 
constantes positives dl et dz telles que si E 4 0, on ait 
dl E + O(E’) 5 1s: 1, Is;1 5 dz E + O(E’). (3) 
4. PROBLtiME DE CAUCHY 
Considkrons le problhme de Cauchy relatif au systkme (1) avec la condition initiale: 
(% v)(x, 0) = (210(x), vo(x)), vx E w. 
On pose les hypoth&ses suivantes: 
(4) 
(Hl) ~0, vo sont deux fonctions de classe C’, 
(H2) 3 deux constantes Ml, MZ > 0, telles que A41 < ~~v~(x)~~ < fVf2, 
(H3) (~0, vug) E M, c’est&dire: s..; ~~uo(z)~~ = ?; < 1. 
L’hypoth&e (H2) Cquivaut & la monotonie stricte de Q(Z). 
PROPOSITION 3. Sous les hypoth&es (Hl)-(H3), il existe une unique solution de classe C’ du 
probl;me de Cauchy (1) et (4), de la forme: 
1 
21(x, t> = uo(x) + t v;(x) 
v(x,t) = vo(x), 
(5) 
dans I’intervalle du temps [O,t*]. De plus, cette solution reste encore dans le domaine M, i.e., 
Ilu(x,t)ll < 1, oti t* 5 (1 -F)/(Ml). I 
Systbme des cirbles hstiques 37 
5. NON-CONSISTANCE DU SCHlkMA DE GLIMM 
En utilisant le schema de Glimm [7], on trouvera que la solution approchee relative a la con- 
dition initiale reguliere (4) ne correspond pas a la solution exacte (5). 
Soient AZ > 0 et At > 0 les pas d’espace et de temps. On choisit Ax et At tels que At = )r AX, 
oh X est une constante fix&e. Ici, X peut etre une constante finie arbitraire car les vitesses des 
ondes simples sont tres petites d’apres (3); la condition de Courant-Friedrichs-Lewy est bien 
satisfaite. 
Soit {a,} une suite Cquirepartie, avec a0 = 0, b valeurs dans l’intervalle [-1, I]. On discrltise 
la condition initiale (uo, vo) en posant 
(Ufz(x,O), V:=(x, 0)) = (~o(jAx - 01, vo(_i Ax - O)), vx E R, (6) 
pour (j - l)Ax < x < (j + l)Ax, j impair. Notons WA” = (UAZ, VA=) une solution approchke 
et wj’ la valeur de WA” sur l’intervalle ((j - l)Ax, (j + 1)Az) a l’instant t = nAt, n E N. Par 
la resolution des probkmes de Riemann, on obtient des solutions WA” des problemes (1) et (6) 
pendant un temps to = 0 5 t < At = tl quand At est assez petit. Puisque 
0 0 
vj+l - vj-l - - 2v;(j Az)Ax + O(Az”), 
alors par l’hypothese (H2) et la Proposition 2, la vitesse des 1 et 4-chocs pour tous les problemes 
de Riemann dans 0 = to 5 t 5 tl verifie 
d- = dl AX + O(Ax2) I lSojl,I~~I L dz AX + O(AX’) = d’, Vj impair, 
ou dl 5 d2 sont deux constantes positives d&pendant de Ml et Mz. 
+ Lorsque SG < al < soj, V j par definition du schema, on a ]]ui]] 2 1 pour tout j. A cause de 
l’invariance du domaine z [l], 1 a solution approchke va rester dans z apres l’instant tl = At. 
Et si ~1 > 8; ou al < sij, V j, on a ]]u~l] < 1 pour tout j. Dans ce cas, d’aprks la definition du 
schema de Glimm, on obtient 
WA2(x, tl) = WA”(x + Ax sgn(al), to), vx E R. (7) 
Ainsi, on va resoudre les meme problemes de Riemann dans l’intervalle de temps [At, 2At] car 
les conditions initiales wj sont simplement translatees par rapport b w:, 
Soient T > 0 un temps fini et m = [T/At]. Par recurrence, si a,, > s& ou a, < soj pour tout 
n 5 m et tout j, alors on a ]]r$‘]] < 1 pour tout n 5 m et tout j. Comme (7), on obtient aussi 
WA=(x, tm) = WA=(x + N,,, Ax, to), vx EBB, 
oti N,,, = cr=, sgn(a,). D’autre part, pour presque toute suite a,, on a 
z m= i N, = i 2 sgn(a,) - 0, sirnew. 
n=l 
Ce qui entraine 
IN,,, Ax1 = i ]N,]mAx = “,‘yAt 5 y - 0, sim-+oo. 
Done 
lim WAZ(x, 2,) = lim WAZ 
AZ-O Az-+O 
(x + N, Az,to) = W(x, 0) = (uo(x), vo(z)). 
Ceci implique que la solution approchee ne converge pas vers la solution exacte (5). 
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On calcule maintenant les deux probabilit& suivantes: 
pl(T; At) = Prob. lluj”ll < 1, 
2 Prob. IanI > Ad+, Qn< -& 
> 
Vj E 2 
1 
= (l--M+)” 
2 (1 - X d2 Az)~‘~~ + I 
=(l-d2At) T’At + 0(At) ---) e-dzT > 0, quand A-0. 
p2(T;At) = Prob. {lluj”ll 2 1, Qj EZ} 
2 Prob. {Eln 5 m, tel que IanI 2 Ad- et lail > Ad+, Ql<i<n-1) 
m-1 
2 x(1 -Xd+)“Xd- 
fl=Cl 
=Xd- l-(l-Ad+)” 
1- (1 -Ad+) 
= 2 (1 - (1 - dz At)T’At) + O(At) -+ 2 (1 - cdaT) > 0, quand At -t 0. 
On en dCduit 
car 
0 < Limo pl(T; At) < 1, 0 < dfmo pz(T; At) < 1, 
lim (pl(T;At) +p$!‘;At)) I 1. 
At-0 
Si T < t*, il y a toujours une probabilitk strictement positive pz(T; At) telle que la solution 
construite par le schCma de Glimm virifie IIuA”(z,t)II > 1. Dans ce cas, l’invariance de B par 
le probkme de Riemann et la remarque de Hoff [8] montrent que llu~ll > 1 pour tout n 2 9n 
et tout j. De plus, il y a aussi une probabilitk strictement positive pl(T; At) pour qu’on ait 
uy2,q = uo(1) + o(1) sur [O,T]. A nouveau, la solution approchCe ne correspond pas & la 
solution exacte (5). On obtient done : 
PROPOSITION 4. Le schkma de Glimm n’est pas consistant relativement B une condition initiale 
r6guliSre dans le domaine M : il approche avec des probabilitb strictement positives deux &tats 
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